POLITECHNIKA KRAKOWSKA

obowiazuje studentéw rozpoczynajacych studia w roku akademickim 2014 /2015

Wydziat Fizyki, Matematyki i Informatyki

Kierunek studiéw: Matematyka

Forma sudiéw: niestacjonarne

Stopien studiéw: |

Specjalnosci: Matematyka w finansach i ekonomii

1 INFORMACJE O PRZEDMIOCIE

IM. TADEUSZA KOSCIUSZKI

KARTA PRZEDMIOTU

Profil: Ogolnoakademicki

Kod kierunku: M

NAZWA PRZEDMIOTU

Teoria miary

NAZWA PRZEDMIOTU
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KoD PRZEDMIOTU

WFMiI M oIN C1 14/15

KATEGORIA PRZEDMIOTU

Przedmioty kierunkowe

LiczBA PUNKTOW ECTS

4.00

SEMESTRY

6

2 RODZAJ ZAJEC, LICZBA GODZIN W PLANIE STUDIOW

LABORATORIUM
SEMESTR WYKLAD CWICZENIA LABORATORIUM| KOMPUTERO- SEMINARIUM PROJEKT
WE
6 18 18 0 0 0

3 CELE PRZEDMIOTU

Cel 1 Zapoznanie z podstawowymi pojeciami teorii miary ze szczegélnym naciskiem na teorie miary Lebesguea

Kod archiwizacji: 1FA32187
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4 WYMAGANIA WSTEPNE W ZAKRESIE WIEDZY, UMIEJETNOSCI I INNYCH
KOMPETENCJI

1 Znajomos¢ materialtu na poziomie koniecznym do zaliczenia przedmiotéw: Wstep do logiki i teorii mnogosci,
Wstep do topologii, Analiza matematyczna I.

5 EFEKTY KSZTALCENIA

EK1 Wiedza Student zna podstawowych pojecia teorii miary i ich wlasnosci.

EK2 Umiejetnosci Student umie zbada¢ mierzalnosé zbiorow i funkeji (rzeczywistych); rozroznia rozne typy
zbieznosci ciagow funkeji (rzeczywistych) okreslonych na przestrzeni z miara i umie je przeanalizowac.

EK3 Umiejetnosci Student umie rozpoznaé¢ i wykazaé¢ najwazniejsze wlasnosci topologiczne podzbioréw prze-
strzeni euklidesowej zwiazane z miarg.

EK4 Kompetencje spoleczne Student wykazuje sie umiejetnoscia precyzyjnego formutowania pytan shuzacych
pogtebieniu rozumienia danego problemu oraz odnajdywania brakujacych elementéw rozumowania.

6 TRESCI PROGRAMOWE

WYKLAD
Lp TEMATYKA ZAJEC LiczBA
OPIS SZCZEGOLOWY BLOKOW TEMATYCZNYCH GODZIN
W1 Pierscien zbiorow, sigma-pierscien zbioréw, cialo zbioréw, sigma-ciato zbiorow, 3
rodziny monotonicze, zbiory borelowskie
W2 zawarto$¢ przedziatlu, miara zewnetrzna (w przestrzeni Rn) i jej wlasnosci definicja 4

zbioru mierzalnego, sigma-ciato zbioréw mierzalnych miara Lebesgue’a

miara zewnetrzna (na dowolnym zbiorze potegowym) warunek Caratheodory’ego
W3 wtasnosci rodziny zbiorow spetniajacych warunek Caratheodory’ego zwiazek ze 4
zbiorami mierzalnymi przestrzeni Rn

W4 Aksjomat wyboru i niemierzalne podzbiory prostej rzeczywistej 2
W5 funkcje mierzalne zbiezno$¢ wedtug miary 5
CWICZENIA

Lp TEMATYKA ZAJEC LiczBA
OPIS SZCZEGOLOWY BLOKOW TEMATYCZNYCH GODZIN

c1 Pierécien zbioréow, sigma-pierscien zbioréw, cialo zbioréw, sigma-ciato zbiorow, 3
rodziny monotonicze, zbiory borelowskie

C2 zawarto$¢ przedzialu, miara zewnetrzna (w przestrzeni Rn) i jej wlasnosci 3
sigma-cialo zbioré6w mierzalnych

C3 wlasnosci topologiczne i mierzalnosé podzbioréow prostej i przestrzeni Rn 5
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CWICZENIA
Lp TEMATYKA ZAJEC LiczBA
OPIS SZCZEGOLOWY BLOKOW TEMATYCZNYCH GODZIN
C4 funkcje mierzalne zbiezno$¢ wedtug miary 7

7 NARZEDZIA DYDAKTYCZNE

N1 Wyklady
N2 Cwiczenia audytoryjne

N3 e-learning (platforma Moodle)

8 OBCIAZENIE PRACA STUDENTA

FORMA AKTYWNOSCI

SREDNIA LICZBA GODZIN
NA ZREALIZOWANIE

AKTYWNOSCI
Godziny kontaktowe z nauczycielem akademickim, w tym:
Godziny wynikajace z planu studiow 0
Konsultacje przedmiotowe 10
Egzaminy i zaliczenia w sesji 10

Godziny bez udzialu nauczyciela akademickiego wynikajgce z nakladu p

racy studenta, w tym:

Przygotowanie sie do zaje¢, w tym studiowanie zalecanej literatury 39
Opracowanie wynikow 0
Przygotowanie raportu, projektu, prezentacji, dyskusji 0
przygotowania odpowiedzi zadan zamieszczonych na platformie e-learningowe;j 25
SUMARYCZNA LICZBA GODZIN DLA PRZEDMIOTU WYNIKAJACA Z 84
CALEGO NAKEADU PRACY STUDENTA

SUMARYCZNA LICZBA PUNKTOW ECTS DLA PRZEDMIOTU 4.00

9 SPOSOBY OCENY
OCENA FORMUJACA

F1 Kolokwium

F2 Odpowiedz ustna

F3 Test
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OCENA PODSUMOWUJACA

P1 Zaliczenie ustne

P2 Srednia wazona ocen formujacych

OCENA AKTYWNOSCI BEZ UDZIALU NAUCZYCIELA

B1 Inne

KRYTERIA OCENY

EFEKT KSZTALCENIA 1

NA OCENE 2.0

Student nie ma wiedzy ani umiejetnosci, o ktérych mowa w kryterium na ocene 3.

NA OCENE 3.0

Student zna podstawowe pojecia teorii miary (sigma-ciato, miara, przestrzen
z miara, zawartoS¢ n-wymiarowego przedziatu); zna konstrukcje miary
Lebesgue’a; zna definicje funkcji mierzalnej.

NA OCENE 3.5

Student zna podstawowe pojecia teorii miary (sigma-cialo, miara, miara
zewnetrzna, zawarto$é n-wymiarowego przedzialu, przestrzen z miarg); zna
konstrukcje miary przy uzyciu miary zewnetrznej (w szczegdlnosci konstrukeje
miary Lebesgue’a); zna definicje funkcji mierzalnej.

NA OCENE 4.0

Student zna podstawowe pojecia teorii miary (sigma-ciato, miara, miara
zewnetrzna, zawarto$¢ n-wymiarowego przedzialu, przestrzen z miara); zna
konstrukcje miary przy uzyciu miary zewnetrznej (w szczegdlnosci konstrukeje
miary Lebesgue’a) i potrafi ja zaprezentowac; student potrafi przedstawic
konstrukeje zbioru niemierzalnego na prostej (przy zalozeniu aksjomatu
wyboru); zna definicje i podstawowe wlasnosci funkcji mierzalnych.

NA OCENE 4.5

Student zna podstawowe struktury algebraiczne zwiazane z podstawami teorii
miary (sigma-pierscieri,sigma-cialo, klasa mnotoniczna); student zna podstawowe
pojecia teorii miary (miara, miara zewnetrzna, zawarto$é n-wymiarowego
przedziatu, przestrzen z miara); zna konstrukcje miary przy uzyciu miary
zewnetrznej (w szczegdlnosci konstrukeje miary Lebesgue’a) i potrafi ja
zaprezentowac; student potrafi przedstawi¢ konstrukcje zbioru niemierzalnego na
prostej (przy zalozeniu aksjomatu wyboru); student zna definicje funkeji
mierzalnej i podstawowe wtasnosci klasy funkcji mierzalnych; student zna
zaleznosci pomiedzy funkcja ciagta i mierzalna.

NA OCENE 5.0

Student zna podstawowe struktury algebraiczne zwiazane z podstawami teorii
miary (sigma-pierscieri,sigma-cialo, klasa mnotoniczna) i zaleznosci pomiedzy
nimi; student zna podstawowe pojecia teorii miary (miara, miara zewnetrzna,
zawarto$¢ n-wymiarowego przedzialu, przestrzen z miara); zna konstrukcje miary
przy uzyciu miary zewnetrznej (w szczegdlnosci konstrukcje miary Lebesgue’a)

i potrafi ja zaprezentowaé; student potrafi przedstawi¢ konstrukcje zbioru
niemierzalnego na prostej (przy zalozeniu aksjomatu wyboru); student zna
definicje funkcji mierzalnej i podstawowe wlasnosci klasy funkcji mierzalnych;
student zna zaleznosci pomiedzy funkcja ciagla i mierzalna; student potrafi
przedstawi¢ przyktady funkcji miemierzalnych.

EFEKT KSZTALCENIA 2
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NA OCENE 2.0

Student nie ma wiedzy ani umiejetnosci, o ktorych mowa w kryterium na ocene 3.

NA OCENE 3.0

Student potrafi policzy¢ miare skoriczonych zbioréw punktéw,, przedzialdw
n-wymiarowych (w n-wymiarowym produkcie prostej) ich przeliczalnych sum

i przecie¢; Student umie wykorzystaé twierdzenia dotyczace funkeji mierzalnych
do zbadania mierzalnodci funkeji w nieskomplikowanych przypadkach (funkcje
ciagle, funkcje bedace wynikiem dziatan algebraicznych na funkcjach
mierzalnych, funkcje charaterystyczne zbioréw, ktérych mierzalnosé wynika
wprost z odpowiednich twierdzen); student umie zbadaé¢ zbieznosé punktows

i jednostajna ciggu funkcji rzeczywistych; zna zaleznosci pomiedzy tymi
zbieznosciami a zbieznoscia wedlug miary.

NA OCENE 3.5

Student potrafi policzy¢ miare skoriczonych zbiorow punktow, przedziatow
n-wymiarowych (w n-wymiarowym produkcie prostej) ich sum i przeciec.
Student umie wykorzysta¢ twierdzenia dotyczace funkcji mierzalnych do
zbadania mierzalnodci funkeji w nieskomplikowanych przypadkach (funkcje
ciagle, funkcje bedace wynikiem dzialan algebraicznych na funkcjach
mierzalnych, funkcje charaterystyczne zbioréw, ktérych mierzalnosé tatwo mozna
wydedukowaé z odpowiednich twierdzen); student umie zbadaé¢ zbieznosé
punktowa i jednostajna ciagu funkcji rzeczywistych oraz zbieznosé wedtug miary
(w prostych rachunkowo przypadkach); zna zaleznosci pomiedzy tymi
zbieznosciami .

NA OCENE 4.0

Student potrafi policzy¢ miare skoriczonych zbiorow punktéow, przedzialow
n-wymiarowych (w n-wymiarowym produkcie prostej) ich sum i przeciec.
Student potrafi rozstrzygnaé i uzasadni¢ w oparciu o poznane twierdzenia
mierzalnos$é podzbioréw n-wymiarowego produktu prostej rzeczywistej; Student
umie wykorzysta¢ twierdzenia dotyczace funkcji mierzalnych do zbadania
mierzalno$ci funkeji w nieskomplikowanych przypadkach (funkcje ciagle, funkcje
bedace wynikiem dziatan algebraicznych na funkcjach mierzalnych, funkcje
charaterystyczne zbioréw, ktérych mierzalno$é nie wymaga szczegodlnie
skomplikowanych uzasadnien); student umie zbadaé¢ zbieznosé¢ punktowa

i jednostajna ciagu funkcji rzeczywistych oraz zbieznos¢ wedtug miary

(w prostych rachunkowo przypadkach); zna zaleznosci pomiedzy tymi
zbieznosciami .

NA OCENE 4.5

Student potrafi policzy¢ miare skonczonych zbiorow punktoéw, przedziatow
n-wymiarowych (w n-wymiarowym produkcie prostej) ich sum i przecieé.
Student potrafi rozstrzygnaé i uzasadni¢ w oparciu o poznane twierdzenia
mierzalno$é podzbioréw n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej; Student umie
wykorzystaé twierdzenia dotyczace funkcji mierzalnych do zbadania mierzalnosci
(lub niemierzalnosci) funkcji w bardziej skomplikowanych przypadkach (funkcje
ciagle, funkcje bedace wynikiem dziatan algebraicznych na funkcjach
mierzalnych, granice ciagdéw funkcji mierzalnych, ztozenia funkcji ciaglych

i mierzalnych, funkcje charaterystyczne zbioréw, ktorych mierzalno$é nie wymaga
szezegOlnie skomplikowanych uzasadnien); student umie zbadaé zbieznosé
punktowa i jednostajna ciagu funkcji rzeczywistych oraz zbieznosé wedtug miary;
zna zaleznosci pomiedzy tymi zbieznosciami i potrafi je wykorzystaé .
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Na

OCENE 5.0

Student potrafi policzy¢ miare skoniczonych zbioréw punktow, przedziatow
n-wymiarowych (w n-wymiarowym produkcie prostej) ich sum i przecieé.
Student potrafi rozstrzygnaé i uzasadni¢ w oparciu o poznane twierdzenia
mierzalno$é podzbioréw n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej; Student potrafi
tworczo wykorzystaé zbior niemierzalny do badania mierzalnosci innych zbioréw
lub mierzalnosci funkcji; Student umie wykorzysta¢ twierdzenia dotyczace funkcji
mierzalnych do zbadania mierzalnodci (lub niemierzalnosci) funkeji

w skomplikowanych przypadkach (funkcje ciagte, funkcje bedace wynikiem
dziatan algebraicznych na funkcjach mierzalnych, granice ciagéw funkcji
mierzalnych, ztozenia funkcji ciagtych i mierzalnych, funkcje charaterystyczne
zbioréw, ktoérych mierzalnosé wymaga dosé skomplikowanych

uzasadnien); student umie zbada¢ zbieznos¢ punktowa i jednostajna ciagu funkcji
rzeczywistych oraz zbiezno$é¢é wedlug miary; zna zaleznosci pomiedzy tymi
zbieznosciami i potrafi je wykorzystac .

EFEKT KSZTALCENIA 3

Na

OCENE 2.0

Student nie ma wiedzy ani umiejetnosci, o ktérych mowa w kryterium na ocene 3.

Na

OCENE 3.0

Student zna definicje zbioru borelowskiego; potrafi rozstrzygnaé¢ w prostych
przypadkach, czy dany podzbiér n-wymarowego produktu prostej jest typu
F-sigma lub G-delta.

Na

OCENE 3.5

Student zna definicje zbioru borelowskiego; potrafi rozstrzygnaé i uzuasadnié
w prostych przypadkach, czy dany podzbiér n-wymarowego produktu prostej jest
F-sigma lub G-delta.

Na

OCENE 4.0

Student zna definicje zbioru borelowskiego; potrafi rozstrzygnaé i uzuasadnié, czy
dany podzbiér n-wymarowego produktu prostej lub wybranych poprzestrzeni
funkeji (ciagltych) rzeczywistych zmiennej rzeczywistej jest borelowski. Student
potrafi wykorzystaé¢ te wiedze przy badaniu mierzalnosci zbioréw i funkeji.

Na

OCENE 4.5

Student zna definicje zbioru borelowskiego; potrafi rozstrzygnaé i uzuasadnié¢, czy
dany podzbiér n-wymarowego produktu prostej lub wybranych poprzestrzeni
funkeji (ciagltych) rzeczywistych zmiennej rzeczywistej jest borelowski. Student
potrafi wykorzysta¢ te wiedze przy badaniu mierzalnosci zbioréw i funkcji.

Na

OCENE 5.0

Student zna definicje zbioru borelowskiego; potrafi rozstrzygnaé i uzuasadnié¢, czy
dany podzbiér n-wymarowego produktu prostej lub wybranych poprzestrzeni
funkcji (ciagtych) rzeczywistych zmiennej rzeczywistej jest borelowski i wskazaé
jego miejsce w hierarchii zbioréw borelowskich. Student potrafi wykorzystac te
wiedze przy badaniu mierzalnoéci zbioréw i funke;ji.

EFEKT KSZTALCENIA 4

Na

OCENE 2.0

Student nie ma wiedzy ani umiejetnosci, o ktéorych mowa w kryterium na ocene 3.

Na

OCENE 3.0

Student potrafi poprawnie formutowaé definicje i twierdzenia tzn. wskazé, obiekt
definiowany i pojecia definiujace (w definicji) a takze zalozenia i teze
(w twierdzeniu).

Na

OCENE 3.5

Student potrafi poprawnie formutowaé¢ definicje i twierdzenia tzn. wskazé, obiekt
definiowany i pojecia definiujace (w definicji) a takze zalozenia i teze

(w twierdzeniu). Student potrafi przesledzi¢ ciag lematow i wskazac, w ktorym
miejscu dowodu twierdzenia sa wykorzystywane.
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NA OCENE 4.0

Student potrafi poprawnie formutowaé¢ definicje i twierdzenia tzn. wskazé, obiekt
definiowany i pojecia definiujace (w definicji) a takze zalozenia i teze

(w twierdzeniu). Student potrafi przesledzi¢ ciag lematow i wskazac, w ktorym
miejscu dowodu twierdzenia sa wykorzystywane. Student potrafi przeanalizowaé
definicje nowego pojecia i skonstruowaé przyktad definiowanego pojecia. Student
potrafi wydoby¢ z tresci zadania, co powinien udowodnic.

NA OCENE 4.5

Student potrafi poprawnie formutowaé definicje i twierdzenia tzn. wskazé, obiekt
definiowany i pojecia definiujace (w definicji) a takze zalozenia i teze

(w twierdzeniu). Student potrafi przesledzi¢ ciag lematow i wskazaé, w ktorym
miejscu dowodu twierdzenia sa wykorzystywane. Student potrafi przeanalizowaé
definicje nowego pojecia i skonstruowaé przyktad definiowanego pojecia. Student
potrafi analizowaé¢ w oparciu o definicje i poznane twierdzenia zaleznosci
pomiedzy pojeciami. Student potrafi wydoby¢ z tresci zadania, co powinien
udowodni¢ a nastepnie skazaé¢ poznane twierdzenia, ktére beda przydatne

w dowodzie.

NA OCENE 5.0

Student potrafi poprawnie formutowaé definicje i twierdzenia tzn. wskazé, obiekt
definiowany i pojecia definiujace (w definicji) a takze zalozenia i teze

(w twierdzeniu). Student potrafi przesledzi¢ ciag lematow i wskazaé, w ktorym
miejscu dowodu twierdzenia sa wykorzystywane. Student potrafi przeanalizowaé
definicje nowego pojecia i skonstruowaé przyktad definiowanego pojecia. Student
potrafi analizowaé¢ w oparciu o definicje i poznane twierdzenia zaleznosci
pomiedzy pojeciami i wskazywaé nierozstrzygniete (na anym etapie poznawania
teorii) pytania. Student potrafi wydoby¢ z tresci zadania, co powinien udowodnié
a nastepnie skaza¢ poznane twierdzenia, ktére beda przydatne w dowodzie

i sformutowaé¢ dowod.

10 MACIERZ REALIZACJI PRZEDMIOTU

EFEKT
KSZTALCENIA

ODNIESIENIE
DANEGO EFEKTU
DO SZCZEGOLO-
WYCH EFEKTOW

ZDEFINIOWA-

NYCH DLA

PROGRAMU

CELE
PRZEDMIOTU

TRESCI
PROGRAMOWE

NARZEDZIA
DYDAKTYCZNE

SPOSOBY OCENY

EK1

K_Wol,
K_Wo02,
K_W03,
K_Wod,

K_U01, K_U02,

K_U05, K_U10,

K_U12, K_U16,

K _U22, K_U23,

K K01, K_K02,

K K05, K_KO07

Cel 1

W1 W3 W4 W5
C1C2C3C4

N1 N2 N3

F1 F2 F3 P1 P2
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EFEKT
KSZTALCENIA

ODNIESIENIE
DANEGO EFEKTU
DO SZCZEGOLO-
WYCH EFEKTOW

ZDEFINIOWA-

NYCH DLA

PROGRAMU

CELE
PRZEDMIOTU

TRESCI
PROGRAMOWE

NARZEDZIA
DYDAKTYCZNE

SPOSOBY OCENY

EK2

K_Wol,
K_Wo02,
K_WO03,
K_Wo4,

K_U01, K_U02,

K_U05, K_U10,

K _Ul12, K_U16,

K_U22, K_U23,

K_Ko1, K_K05,

K_KO07

Cel 1

W2 W3 W4 W5
C1C2C3C4

N1 N2 N3

F1 F2 F3 P1 P2

EK3

K_Wol,
K_W02,
K_WO03,
K_Wo4,

K_U01, K_U02,

K_U05, K_U10,

K_U12, K_U16,

K U22, K_U23,

K_Ko01, K_K02,

K K05, K_KO07

Cel 1

W1 W2 C1 C2
C3

N1 N2 N3

F1 F2 F3 P1 P2

EK4

K_Wol,
K_Wo02,
K_W03,

K_ W04,
K_U01, K_U02,
K_U05, K_U10,
K_U12, K_U16,
K _U22, K_U23,
K_U36, K_KO1,
K_K02, K_K05,

K_KO07

Cel 1

W1 W2 W3 W4
W5 C1 C2 C3 C4

N1 N2 N3

F1 F2 F3 P1 P2

11 WYKAZ LITERATURY

LITERATURA PODSTAWOWA

[1 | W. Koltodziej — Analiza matemayczna, Warszawa, 2008, PWN

[2 | S. Lojasiewicz — Wstep do teorii funkcji rzeczywistych, Warszawa, 1973, PWN

LITERATURA UZUPELNIAJACA

[1 ] F. M. Filipczak — Teoria mairy i catki, 1.6dz, 1997, Wydawnictwo Uniwrsytetu Lodzkiego
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[2 | P. R. Halmos — Measure theory, New York-Heidelberg-Berlin, 1973, Springer-Verlag
[3 ] J.C. Oxtoby — Measure and Category, New York-Heidelberg-Berlin, 1980, Springer-Verlag

[4 | D.H. Fremlin — Measure Theory (tom 1 Irreducible Minimum), England, 2000, Torres Fremlin

12 INFORMACJE O NAUCZYCIELACH AKADEMICKICH

OSOBA ODPOWIEDZIALNA ZA KARTE

dr Magdalena Grzech (kontakt: magdag@pk.edu.pl)

OSOBY PROWADZACE PRZEDMIOT

1 dr Magdalena Grzech (kontakt: smgrzech@cyf-kr.edu.pl)

13 ZATWIERDZENIE KARTY PRZEDMIOTU DO REALIZACIJI

(miejscowosé, data) (odpowiedzialny za przedmiot) (dziekan)

PRZYIJMUJE DO REALIZACJI (data i podpisy oséb prowadzacych przedmiot)
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