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1 INFORMACJE O PRZEDMIOCIE

NAZWA PRZEDMIOTU Dyskretne uktady dynamiczne

NAZWA PRZEDMIOTU

An introduction to discrete dynamical systems
W JEZYKU ANGIELSKIM

KOD PRZEDMIOTU WIiT M oIS C17 20/21
KATEGORIA PRZEDMIOTU Przedmioty kierunkowe
LiczBAa pUNKTOW ECTS 4.00

SEMESTRY 5

2 RODZAJ ZAJEC, LICZBA GODZIN W PLANIE STUDIOW

LABORATORIUM
SEMESTR WYKLAD CWICZENIA LABORATORIUM| KOMPUTERO- SEMINARIUM PROJEKT
WE
5 30 20 0 0 0 10

3 CELE PRZEDMIOTU

Cel 1 Zapoznanie studentéw z podstawami teorii uktadéw dynamicznych z czasem dyskretnym i zastosowaniami
tych uktadéw do modelowania zjawisk fizycznych, biologicznych i spoteczno-ekonomicznych.

Cel 2 Nauka praktycznego zastosowania wiedzy zdobytej na studiach i pomocy naukowych (w tym komputerow

i oprogramowania) w rozwiazaniu konkretnych probleméw, ktérych elementem jest dynamiczna zmiana w cza-
sie.

Kod archiwizacji:



P
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4 WYMAGANIA WSTEPNE W ZAKRESIE WIEDZY, UMIEJETNOSCI I INNYCH
KOMPETENCJI

1 Podstawy analizy matematycznej, podstawy rachunku prawdopodobienistwa.

5 EFEKTY KSZTALCENIA

EK1 Wiedza Zna podstawy metod numerycznych w matematyce i ich zastosowania.
EK2 Wiedza Zna podstawowe twierdzenia dotyczace dyskretnych uktadéw dynamicznych i ich zastosowania.

EK3 Umiejetnosci Potrafi stosowaé poznane pojecia i metody rachunku rézniczkowego i réznicowego do badania
cigglych i dyskretnych uktadéw dynamicznych.

EK4 Umiejetnosci Potrafi uzy¢ formalizmu matematycznego do budowy i analizy prostych modeli matematycz-
nych w zastosowaniach praktycznych.

EK5 Kompetencje spoleczne Uznaje znaczenie wiedzy w rozwiazywaniu probleméw poznawczych i praktycz-
nych.

6 TRESCI PROGRAMOWE

WYKLAD
Lp TEMATYKA ZAJEC LiczBA
OPIS SZCZEGOLOWY BLOKOW TEMATYCZNYCH GODZIN
Wprowadzenie podstawowych pojeé, uktad dynamiczny. Model ciagly i model
W1 dyskretny na przykltadzie modelu pojedynczej populacji, biomatematyka. 5

Zastosowania matematyki w modelowaniu zjawisk biologicznych i spolecznych.
Dyskretny model Malthusa, macierze Lesliego.

Elementy algebry liniowej, macierz, macierz przej$cia. Definicja topologii, ciaglosci
w przestrzeniach topologicznych. Definicja sigma ciala, przestrzenie mierzalne.
W2 Definicja przestrzeni probabilistycznej, miara probabilistyczna. Elementy rachunku 3
prawdopodobienistwa, zmienna losowa. Definicja przestrzeni metrycznej. Definicja
rozmaitosci, dyfeomorfizmu.

Topologiczny uktad dynamiczny, metryczny uktad dynamiczny, gtadki uktad
dynamiczny.

Ciag Cauchy’ego. Przestrzen metryczna zupelna. Odwzorowanie zwezajace.
W4 Twierdzenie Banacha o punkcie stalym. Porzadek Szarkowskiego. Twierdzenie 3
Szarkowskiego oraz Li-Yorkea.

Algebra i rownania réznicowe. Rozwiazywanie niejednorodnej kongruencji liniowej.
W5 Kasoratian i liniowa niezaleznosé¢ rozwiazan rekurencji. Rachunek sumacyjny 3
i réznicowy, réznica, suma nieoznaczona i suma 0znaczona.

Dyskretne uklady dynamiczne i pojecia stuzace do ich opisywania: iterowanie
W6 odwzorowarn, trajektoria, punkt staly, punkt okresowy, zbiér nieimienniczy, 2
atraktor, repler.

Ciagte i stochastyczne uktady dynamiczne. Teoria ergodyczna. Pojecie miary,
W7 twierdzenie Birkhoffa. Podstawowe przyktady: uktad Henona, przeksztalcenie 2
piekarza, dziwne atraktory.
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WYKLAD
Lp TEMATYKA ZAJEC LiczBa
OPIS SZCZEGOLOWY BLOKOW TEMATYCZNYCH GODZIN
Odwzorowanie logistyczne, punkty stale, orbity, trajektorie chaotyczne,
W8 asymptotyczna stabilnosé, bifurkacja, stata Feigenbauma, wyktadnik Lapunowa. 4
Chaos w sensie Devaneya.
W9 Lancuchy Markowa. 3
W10 Funkcje kwadratowe zmiennej zespolonej i zbiér Mandelbrota, zbiory Julii. 2
W11 Wprowadzenie do geometrii fraktalnej, uktady iterowanych przeksztatcen 5
(IFS-y). Klasyczne przyktady: zbior Cantora, dywan Sierpiniskiego, krzywa Kocha.
Teoria wymiaru, wymiar euklidesowy, topologiczny, fraktalny, samopodobienstwa,
W12 . - 3
cyrklowy, pojemnosciowy, pudetkowy, Hausdorfa.
CWICZENIA
Lp TEMATYKA ZAJEC LiczBA
OPIS SZCZEGOLOWY BLOKOW TEMATYCZNYCH GODZIN
c1 Zastosowania matematyki w modelowaniu zjawisk biologicznych i spotecznych. 5
Dyskretny model Malthusa, macierze Lesliego.
Macierz przejscia, topologia, ciagto$é w przestrzeniach topologicznych, sigma ciato,
C2 przestrzenie mierzalne, miara probabilistyczna, zmienna losowa, metryka, 2
przestrzeri metryczna, dyfeomorfizm.
Ciag Cauchy’ego. Przestrzen metryczna zupelna. Odwzorowanie
C3 . . . . . 2
zwezajace. Twierdzenie Banacha o punkcie staltym.
C4 Rachunek réznicowy i sumacyjny, rekurencje. 3
Automaty komoérkowe w formie gry na papierze. Badanie réznorodnosci struktur
komérkowych przy uzytych zasadach generujacych automat komoérkowy.
C5 : R , 2
Korzystanie z aplikacji komputerowych przygotowanych dla automatow
komoérkowych.
c6 Uktad Henona w programie Maxima lub Pythonie. Przeksztalcenie piekarza i jego 5
wtasnodci i praktyczne zastosowanie.
c7 Zadania zwigzane z odwzorowaniem logistycznym, wykresy pajeczynowe. Program: 5
Logistic Function Cobweb Diagram - Desmos.
C8 Funkcje kwadratowe zmiennej zespolonej uzywane do generowania fraktali. 1
Geometria fraktalna, uktady iterowanych przeksztalcen (IFS-y), przyklady. Zbior
C9 L . X 2
Cantora, dywan Sierpinskiego, krzywa Kocha i ich generowanie.
Cc10 Obliczanie wymiaru fraktalnego. 2
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PROJEKT

Lp TEMATYKA ZAJEC LiczBa
OPIS SZCZEGOLOWY BLOKOW TEMATYCZNYCH GODZIN
Uktad topologiczny na skoriczonym zbiorze. Przyklad topologii na zbiorze

P1 skonczonym Funkcja ciagta, trajektorie. Przyklad wybrany przez studenta 1
i oparty na elementach z zycia codziennego.

P2 Automaty komorkowe, gra w zycie, warunki brzegowe, oscylatory, statki, struktury 1
nieSmiertelne w grze w zycie, wlasne struktury zaproponowane przez studentow.

P3 Rekurencje, wlasnosci ciagu Fibonacciego. Praca nad dowodami twierdzeri, o ciggu 1
Fibonacciego.
Przyblizanie funkcji liczbowej przy pomocy rachunku réznicowego, poréwnanie

P4 z przyblizeniem jakie mozna otrzymacé z szeregdw Taylora. Szacowanie sum funkcji 2
liczbowych przy pomocy rachunku sumacyjnego i réznicowego.

P5 Lancuchy Markowa, zastosowanie w rekompozycji utworéw muzycznych. Program 5
MuseScore - zaawansowany, darmowy edytor nut.
Teoria ergodyczna, atraktory, uklad Henona w programie Maxima (program

P6 . . 1
komputerowy typu CAS systemoéw algebry komputerowej).
System Funkcji Iterowanych (IFS), trojwymiarowe struktury IFS, oraz

P7 . 1 1
dwuwymiarowe struktury fraktalne w grafice zotwia.

P8 Praktyczne liczenie wymiaru fraktalnego. 1

N1
N2
N3
N4
N6
N7

NARZEDZIA DYDAKTYCZNE

Wyktady

Zadania tablicowe

Cwiczenia projektowe

Konsultacje

Prezentacje multimedialne

E-Learning (platforma Moodle), w przypadku potrzeby zajeé¢ zdalnych MS-TEAMS
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8 OBCIAZENIE PRACA STUDENTA

FORMA AKTYWNOSCI

SREDNIA LICZBA GODZIN
NA ZREALIZOWANIE

AKTYWNOSCI
Godziny kontaktowe z nauczycielem akademickim, w tym:
Godziny wynikajace z planu studiow 60
Konsultacje przedmiotowe 5
Egzaminy i zaliczenia w sesji 5

Godziny bez udzialu nauczyciela akademickiego wynikajace z nakladu p

racy studenta, w tym:

Przygotowanie sie do zajeé¢, w tym studiowanie zalecanej literatury 20
Opracowanie wynikow 10
Przygotowanie raportu, projektu, prezentacji, dyskusji 20
SUMARYCZNA LICZBA GODZIN DLA PRZEDMIOTU WYNIKAJACA Z 120
CALEGO NAKEADU PRACY STUDENTA

SUMARYCZNA LICZBA PUNKTOW ECTS DLA PRZEDMIOTU 4.00

9 SPOSOBY OCENY

Zaliczenie kolejnych etapoéw pracy w laboratorium, kolokwia, przygotowanie referatéw studenckich, projektow w

wersji pisemnej.

OCENA FORMUJACA

F1 oceny za kolejne etapy pracy na ¢wiczeniach w tym prace domowe 30%
F2 ocena za pisemne referaty studenckie, projekty 30%

F3 ocena za kolokwia i kartkowki 30%

F4 ocena za aktywnosé i wktad pracy 10%

OCENA PODSUMOWUJACA

P1 Srednia wazona ocen formujacych

WARUNKI ZALICZENIA PRZEDMIOTU

W1 Minimum potowa sumarycznej liczby punktéow z calego przedmiotu

OCENA AKTYWNOSCI BEZ UDZIALU NAUCZYCIELA

B1 Ocena prac domowych

KRYTERIA OCENY
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EFEKT KSZTALCENIA 1

Na

OCENE 2.0

Mniej niz 50% opanowanego materiatu.

Na

OCENE 3.0

Student umie wykorzysta¢ poznane wzory i twierdzenia do rozwiazywania
wskazanych zadan obejmujacych tematyke przedmiotu i uzyskal przy tym wiecej
niz potowe maksymalnej sumarycznej liczby punktow.

Na

OCENE 3.5

Student umie wykorzysta¢ poznane wzory i twierdzenia do rozwiazywania
wskazanych zadan obejmujacych tematyke przedmiotu i uzyskal przy tym wiecej
niz 65% maksymalnej sumarycznej liczby punktow.

Na

OCENE 4.0

Student umie wykorzysta¢ poznane wzory i twierdzenia do rozwiazywania
wskazanych zadan obejmujacych tematyke przedmiotu i uzyskal przy tym wiecej
niz 75% maksymalnej sumarycznej liczby punktow.

Na

OCENE 4.5

Student umie wykorzysta¢ poznane wzory i twierdzenia do rozwiazywania
wskazanych zadan obejmujacych tematyke przedmiotu i uzyskal przy tym wiecej
niz 85% maksymalnej sumarycznej liczby punktow.

Na

OCENE 5.0

Student umie wykorzysta¢ poznane wzory i twierdzenia do rozwiazywania
wskazanych zadan obejmujacych tematyke przedmiotu i uzyskal przy tym wiecej
niz 95% maksymalnej sumarycznej liczby punktow.

EFEKT KSZTALCENIA 2

Na

OCENE 2.0

Mniej niz 50% opanowanego materiatu.

Na

OCENE 3.0

Student umie wykorzysta¢ poznane wzory i twierdzenia do rozwiazywania
wskazanych zadan obejmujacych tematyke przedmiotu i uzyskal przy tym wiecej
niz potowe maksymalnej sumarycznej liczby punktow.

Na

OCENE 3.5

Student umie wykorzysta¢ poznane wzory i twierdzenia do rozwigzywania
wskazanych zadan obejmujacych tematyke przedmiotu i uzyskal przy tym wiecej
niz 65% maksymalnej sumarycznej liczby punktow.

Na

OCENE 4.0

Student umie wykorzysta¢ poznane wzory i twierdzenia do rozwigzywania
wskazanych zadan obejmujacych tematyke przedmiotu i uzyskal przy tym wiecej
niz 75% maksymalnej sumarycznej liczby punktow.

Na

OCENE 4.5

Student umie wykorzysta¢ poznane wzory i twierdzenia do rozwigzywania
wskazanych zadan obejmujacych tematyke przedmiotu i uzyskal przy tym wiecej
niz 85% maksymalnej sumarycznej liczby punktow.

Na

OCENE 5.0

Student umie wykorzysta¢ poznane wzory i twierdzenia do rozwiazywania
wskazanych zadan obejmujacych tematyke przedmiotu i uzyskal przy tym wiecej
niz 95% maksymalnej sumarycznej liczby punktow.

EFEKT KSZTALCENIA 3

Na

OCENE 2.0

Mniej niz 50% opanowanego materiatu.

Na

OCENE 3.0

Student umie wykorzysta¢ poznane wzory i twierdzenia do rozwiazywania
wskazanych zadan obejmujacych tematyke przedmiotu i uzyskal przy tym wiecej
niz polowe maksymalnej sumarycznej liczby punktow.
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Na

OCENE 3.5

Student umie wykorzysta¢ poznane wzory i twierdzenia do rozwiazywania
wskazanych zadan obejmujacych tematyke przedmiotu i uzyskal przy tym wiecej
niz 65% maksymalnej sumarycznej liczby punktow.

Na

OCENE 4.0

Student umie wykorzysta¢ poznane wzory i twierdzenia do rozwiazywania
wskazanych zadan obejmujacych tematyke przedmiotu i uzyskal przy tym wiecej
niz 75% maksymalnej sumarycznej liczby punktow.

Na

OCENE 4.5

Student umie wykorzysta¢ poznane wzory i twierdzenia do rozwigzywania
wskazanych zadan obejmujacych tematyke przedmiotu i uzyskal przy tym wiecej
niz 85% maksymalnej sumarycznej liczby punktow.

Na

OCENE 5.0

Student umie wykorzysta¢ poznane wzory i twierdzenia do rozwiazywania
wskazanych zadan obejmujacych tematyke przedmiotu i uzyskal przy tym wiecej
niz 95% maksymalnej sumarycznej liczby punktow.

EFEKT KSZTALCENIA 4

Na

OCENE 3.0

Student umie wykorzysta¢ poznane wzory i twierdzenia do rozwiazywania
wskazanych zadan obejmujacych tematyke przedmiotu i uzyskal przy tym wiecej
niz potowe maksymalnej sumarycznej liczby punktow.

Na

OCENE 3.5

Student umie wykorzysta¢ poznane wzory i twierdzenia do rozwiazywania
wskazanych zadan obejmujacych tematyke przedmiotu i uzyskal przy tym wiecej
niz 65% maksymalnej sumarycznej liczby punktow.

Na

OCENE 4.0

Student umie wykorzysta¢ poznane wzory i twierdzenia do rozwiazywania
wskazanych zadan obejmujacych tematyke przedmiotu i uzyskal przy tym wiecej
niz 75% maksymalnej sumarycznej liczby punktow.

Na

OCENE 4.5

Student umie wykorzysta¢ poznane wzory i twierdzenia do rozwiazywania
wskazanych zadan obejmujacych tematyke przedmiotu i uzyskal przy tym wiecej
niz 85% maksymalnej sumarycznej liczby punktow.

Na

OCENE 5.0

Student umie wykorzysta¢ poznane wzory i twierdzenia do rozwiazywania
wskazanych zadan obejmujacych tematyke przedmiotu i uzyskal przy tym wiecej
niz 95% maksymalnej sumarycznej liczby punktow.

EFEKT KSZTALCENIA 5

Na

OCENE 2.0

Student nie wykazal umiejetnosci, o ktérych mowa w kryterium na ocene 3.

Na

OCENE 3.0

Student rozumie potrzebe regularnej pracy i systematycznie uczeszczal na zajecia.

Na

OCENE 4.0

Student wykazal sie systematycznoscig o ktoérej mowa w kryterium na ocene 3.
Student majac Swiadomo$¢ ograniczen wlasnej wiedzy aktywnie uczestniczy

w wykladach i ¢wiczeniach, a takze systematycznie pracuje na platformie
e-learningowe;j.

Na

OCENE 5.0

Student spelnia warunki, o ktérych mowa w kryterium na ocene 4. Ponadto
odczuwa potrzebe poglebienia wlasnego zrozumienia danego tematu poprzez
szukanie zastosowan dyskretnych ukladéw dynamicznych oraz sieganie po
dodatkowe materialy i literature.
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10 MACIERZ REALIZACJI PRZEDMIOTU

ODNIESIENIE
DANEGO EFEKTU
EFEKT Do SZCZEGOL,O_ CELE TRESCI NARZEDZIA
WYCH EFEKTOW SPOSOBY OCENY
KSZTALCENIA PRZEDMIOTU PROGRAMOWE DYDAKTYCZNE
ZDEFINIOWA-
NYCH DLA
PROGRAMU
W4 W5 W6 W7
W8 W10 W11
K W03 K W04 W12 C1 C3 C4
EK1 K_W08 K_W09 Cel 1 Cel 2 C5 C6 C7 C8 (9 N1 N3 N4 N6 N7 | F1F2F3F4P1
C10 P2 P4 P5
P6 P7 P8
W1 W2 W3 W4
W5 W6 W7 W8
K W02 K W04 W9 W10 W11
EK2 K_W05 K_Wo07 Cel 1 Cel 2 W12 C1 C2 C3 N1 N2N4 N6 N7 | F1F2F3F4P1
C4 C5C6 C7 C8
C9 P3 P4 P6 P7
R_U03 K_Ul2a V\;fv; V\\7>784VV\>/95\}\27V160 N1 N2 N3 N4 N6
EK3 K U14 K U27 Cel 1 Cel 2 F1 F2 F3F4 P1
K U923 W11 C1 C2 C3 N7
- C4 C6 C7TP1 P4
W1 W3 W4 W5
W6 W7 W8 W9
K U01 K U14 W12 C1 C4 C5 N1 N2 N3 N4 N6
EK4 K_Ul6 Cel 1 Cel 2 C6 C7 C9 C10 N7 F1F2F3F4P1
P1 P2 P4 P5 P6
P7 P8
W1 W2 W3 W4
W5 W6 W7 W8
W9 W10 W11
K K03 K_KO05 W12 C1 C2 C3 N1 N2 N3 N4 N6
EK5 K_ K06 Cel 1 Cel 2 C4 C5 C6 C7 C8 N F1 F2 F3 F4 P1
C9 C10 P1 P2
P3 P4 P5 P6 P7
P8

11

LITERATURA PODSTAWOWA

WYKAZ LITERATURY

[1 ] U. Forys — Modelowanie matematyczne w biologii i medycynie, Warszawa, 2011, Uniwersytet Warszawski

[2 | H.O. Peitgen, H. Jurgens, D. Saupe — Fraktale: granice chaosu, Warszawa, 2002, PWN

[3 ] C. Robinson — An Introduction to dynamical Systems: Continuous and Discrete, USA, 2012, AMS
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12 INFORMACJE O NAUCZYCIELACH AKADEMICKICH
OSOBA ODPOWIEDZIALNA ZA KARTE

dr Maciej Zakarczemny (kontakt: mzakarczemny@pk.edu.pl)

13 ZATWIERDZENIE KARTY PRZEDMIOTU DO REALIZACIJI

(miejscowos¢, data) (odpowiedzialny za przedmiot)

(dziekan)
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