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IM. TADEUSZA KOSCIUSZKI

KARTA PRZEDMIOTU

obowiazuje studentéw rozpoczynajacych studia w roku akademickim 2020,/2021

Wydziat Informatyki i Telekomunikacji

Kierunek studiéw: Matematyka Profil: Ogolnoakademicki
Forma sudiéw: stacjonarne Kod kierunku: M
Stopien studiéw: Il

Specjalnosci: Matematyka w finansach i ekonomii

1 INFORMACJE O PRZEDMIOCIE

NAZWA PRZEDMIOTU Analiza matematyczna

NAZWA PRZEDMIOTU

Mathematical analysis
W JEZYKU ANGIELSKIM

KoD PRZEDMIOTU WIiT M oIIS C1 20/21
KATEGORIA PRZEDMIOTU Przedmioty kierunkowe
LiczBAa pUNKTOW ECTS 10.00

SEMESTRY 1

2 RODZAJ ZAJEC, LICZBA GODZIN W PLANIE STUDIOW

LABORATORIUM
SEMESTR WYKLAD CWICZENIA LABORATORIUM| KOMPUTERO- SEMINARIUM PROJEKT
WE
1 60 60 0 0 0 0

3 CELE PRZEDMIOTU

Cel 1 Zapoznanie studentow z podstawowymi faktami teorii miary i catki Lebesgue’a; przestrzen Lp.

Cel 2 Formy rozniczkowe oraz ich catkowanie.

Kod archiwizacji:



P
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4 WYMAGANIA WSTEPNE W ZAKRESIE WIEDZY, UMIEJETNOSCI I INNYCH
KOMPETENCJI

1 Zaliczony pierwszy stopien studiéw matematycznych.

5 EFEKTY KSZTALCENIA

EK1 Wiedza Student poznaje podstawy teorii miary, miary i calki Lebesgue’a i przestrzenie Lp.

EK2 Umiejetnosci Student potrafi sprawdzaé czy dane odwzorowanie jest miara, mierzalno$¢ zbioréw i funkeji,
stosowa¢ twierdzenie Fubiniego i twierdzenie o zmianie zmiennych. Student umie stosowaé¢ poznane fakty do
obliczania calek wielokrotnych, catek z form rézniczkowych i uzasadnia¢ poprawno$é¢ wykonywanych operacji.

EK3 Wiedza Student poznaje formy rézniczkowe, dziatania na formach i ich wtasnosci oraz ich calkowanie na
podrozmaitosciach Rn.

EK4 Umiejetnosci Student potrafi wykonywaé¢ podstawowe dzialania na formach rézniczkowych, oblicza¢ catki
z form rozniczkowych na podrozmaitosciach Rn (szczegolnie calki krzywoliniowe i powierzchniowe) oraz znaé
ich zastosowania.

6 TRESCI PROGRAMOWE

CWICZENIA

Lp TEMATYKA ZAJEC LiczBa
OPIS SZCZEGOLOWY BLOKOW TEMATYCZNYCH GODZIN
Sprawdzanie czy dana rodzina jest sigma-cialem, wyznaczanie wlasnosci sumy,

C1 przeciecia sigma -cial, pierécienie, sigma-pierscienie, ciata podzbioréw danego 2
zbioru
Sprawdzanie czy dana funkcja jest miara, wykorzystanie wlasnosci miary przy

C2 . e . . . 3
dowodzeniu wlasnosci nie podanych na wyktadzie, miary liczace, atomowe

C3 Sprawdzanie czy dana funkcja jest miara zewnetrzna, konstruowanie miar przy 3
pomocy twierdzenia Caratheodoryego, zupelnosé
Wykazywanie wlasnosci m-wymiarowa miary zewnetrznej Lebesguea, zbior

C4 . o1 2
Cantora, zbior Vitaliego

Cs Sprawdzanie mierzalnosci funkcji wzgledem danego sigma-cialta, konstuowanie 5
sigma-cial generowanych przez funkcje

Cé6 Dzialania na funkcjach mierzalnych 2
Przypomnienie wiadomosci o szeregach liczbowych, catkowanie funkcji prostej

C7 nieujemnej, catka funkcji Dirichleta, catka funkcji skokowej Heavisidea, wtasnosci 4
calki funkcji prostej
Calkowanie funkcji mierzalnej nieujemnej, konstruowanie ciagu aproksymujacego

C8 funkcje mierzalna nieujemna w przypadku przestrzeni ciagdéw oraz przestrzeni 3
funkcji rzeczywistych

9 Badanie caltkowalnosci funkcji, wykorzystanie warunku koniecznego na 9
catkowalnosé oraz warunku wystarczajacego

Strona 2/10



Politechnika Krakowska im. Tadeusza Kosciuszki

CWICZENIA

Lp

TEMATYKA ZAJEC
OPIS SZCZEGOLOWY BLOKOW TEMATYCZNYCH

LiczBA
GODZIN

C10

Zastosowanie twierdzenia o monotonicznym przechodzeniu do granicy pod
znakiem calki, zastosowanie lematu Fatou

C11

Calka Lebesguea

C12

Zastosowanie twierdzenia Lebesguea o zmajoryzowanym przechodzeniu do granicy
pod znakiem calki

C13

Wykorzystanie zwiazku catki Riemanna z caltka Lebesguea, wykorzystanie sum
calkowych Riemanna do wyznaczania sum szeregdw, wykorzystanie zasady
Cavalieriego, geometryczna interpretacja caltki funkcji nieujemnej

C14

Zastosowania twierdzen: Tonellyego i Fubiniego

C15

Zamiana zmiennych w calce Lebesguea

C16

Przypomnienie wtasnosci odwzorowan liniowych i wieloliniowych, sprawdzanie czy
dane odwzorowanie jest p-liniowe znakozmienne, struktura przestrzeni

Ap(E;F), mnozenie zewnetrzne odwzorowan wieloliniowych znakozmiennych i
wykorzystanie jego wlasnosci, obliczanie iloczynu zewnetrznego k-form liniowych,
wyznaczanie bazy przestrzeni Ap(Rk; R), wykorzystanie domknigtosci przestrzeni
Ap(Rk; R), przestrzeii Ap(Rk; R) jako przestrzen unitarna

C17

Sprawdzanie czy dane odwzorowanie jest formg roézniczkowa, postaé¢ kanoniczna

C18

Wykonywanie operacji na formach rézniczkowych: iloczyn zewnetrzny, rézniczka
zewnetrzna, zmiana zmiennych w formie rézniczkowej

C19

Wyznaczanie pierwotnej formy, badanie zamknietosci formy, wykorzystanie
twierdzenia Poincarego

C20

Przypomnienie definicji tuku, krzywej, podrozmaitosci jednowymiarowej, badanie
zgodnosci orientacji krzywej z wyborem parametryzacji, obliczanie catki
krzywoliniowej zorientowanej, wykorzystanie niezaleznosci od parametryzacji
krzywej, calkowanie formy rozniczkowej zamknietej, cykl, badanie czy krzywe sa
homotopijne, zbior p-spdjny, obliczanie calki krzywoliniowej zorientowanej jako
granicy ciggu sum calkowych, zastosowanie calki krzywoliniowej

C21

Podrozmaitosci orientowalne, wstega Mdbiusa, sprawdzanie czy dany zbior jest
kompaktem, kompaktem z brzegiem, kompaktem z brzegiem na podrozmaitosci,
sprawdzanie zgodno$ci orientacji, obliczanie catki formy rézniczkowej stopnia
drugiego w przestrzeni R2, zastosowanie twierdzenia Greena-Riemanna, obliczanie
calki powierzchniowej zorientowanej, wykorzystanie wtasnosci catki
powierzchniowej zorientowanej

C22

Obliczanie catki powierzchniowej zorientowanej, wykorzystanie wlasnosci catki
powierzchniowej zorientowanej

C23

Definicja calki formy rézniczkowej stopnia trzeciego w R3, zastosowania
twierdzenia Greena-Gaussa-Ostrogradskiego
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CWICZENIA
Lp TEMATYKA ZAJEC LiczBA
OPIS SZCZEGOLOWY BLOKOW TEMATYCZNYCH GODZIN
C24 Zastosowania twierdzenia Stokesa, wyznaczanie dywergencji, rotacji, gradientu 3
pola
WYKLAD
Lp TEMATYKA ZAJEC LiczBa
OPIS SZCZEGOLOWY BLOKOW TEMATYCZNYCH GODZIN
W1 Definicja sigma ciata - wlasnosci i przyktady. 2
W2 Miara i jej wlasnosci. 2
W3 Miara zewnetrzna, twierdzenie Caratheodory’ego 3
W4 Miara Lebesgue’a, charakteryzacja zbioré6w mierzalnych w sensie Lebesgue’a. 3
W5 Funkcje mierzalne, warunki réwnowazne, przyktady. 2
W6 Dziatania na funkcjach mierzalnych. 2
W7 Funkcje proste i ich catkowanie, wlasnosci catek z funkcji prostych. 4
W8 Funkcje mierzalne nieujemne jako granice rosnacych ciagdéw funkcji prostych, catka 3
z funkcji mierzalnej nieujemne;j.
W9 Podstawowe wtasnosci caltek z funkeji mierzalnych nieujemnych. 2
W10 Twierdzenie o monotonicznym przechodzeniu do granicy pod znakiem calki, lemat 9
Fatou.
W11 Calka Lebesgue’a, definicja i wlasnosci. 2
Twierdzenia Lebesgue’a o monotonicznym i o zmajoryzowanym przechodzeniu do
W12 . . . 2
granicy pod znakiem calki.
W13 Zwiazek Calki Riemanna z caltka Lebesgue’a, zasada Cavalieriego. 2
W14 Twierdzenia: Tonelly’ego i Fubiniego. 2
W15 Twierdzenie o zmianie zmiennych w calce Lebesgue’a. 2
Odwzorowania p-liniowe znakozmienne, dziatania algebraiczne i iloczyn
W16 . L. . . ; 3
zewnetrzny, baza przestrzeni odwzorowan p-liniowych znakozmiennych i jej postaé.
W17 Formy ro6zniczkowe stopnia p - wlasnosci, postaé kanoniczna i klasa. 3
W18 Rozniczka zewnetrzna formy rézniczkowej i jej wlasnosci. 2
W19 Zmiana zmiennych w formie rézniczkowe;j. 2
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WYKLAD
Lp TEMATYKA ZAJEC LiczBa

OPIS SZCZEGOLOWY BLOKOW TEMATYCZNYCH GODZIN

W20 Pierwotna formy rézniczkowej, twierdzenie Poincarego. 3

W21 Calka krzywoliniowa zorientowana i jej obliczanie oraz zastosowania, niezaleznosé 3
od drogi calkowania.

W22 Orientacja podrozmaitosci Rn, twierdzenie Greena - Riemanna. 3
Catka powierzchniowa zorientowana i jej zwiazek z catka powierzchniowa

W23 . . . . . 3
niezorientowana, Twierdzenia Greena - Gaussa - Ostrogradskiego.

W24 Twierdzenie Stokesa, elementy teorii p6l wektorowych. 3

7 NARZEDZIA DYDAKTYCZNE

N1 Wyklady. W sytuacji zdalnego nauczania prowadzone sg za posrednictwem MS Teams, na zywo.

N2 Zadania tablicowe. W sytuacji zdalnego nauczania prowadzone sa za posrednictwem MS Teams, na zywo.

N3 Konsultacje. W sytuacji zdalnego nauczania prowadzone sa za posrednictwem MS Teams, na zywo.

N4 Praca w grupach

N5 E-learning (platforma Moodle i MF Teams)
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8 OBCIAZENIE PRACA STUDENTA

FORMA AKTYWNOSCI

SREDNIA LICZBA GODZIN
NA ZREALIZOWANIE

AKTYWNOSCI
Godziny kontaktowe z nauczycielem akademickim, w tym:
Godziny wynikajace z planu studiow 120
Konsultacje przedmiotowe 40
Egzaminy i zaliczenia w sesji 10

Godziny bez udzialu nauczyciela akademickiego wynikajace z nakladu p

racy studenta, w tym:

Przygotowanie sie do zajeé¢, w tym studiowanie zalecanej literatury 110
Opracowanie wynikow 0
Przygotowanie raportu, projektu, prezentacji, dyskusji 0
zapoznanie sie z materialami na platformie e-learningowej, przygotowanie do 20
egzaminu

SUMARYCZNA LICZBA GODZIN DLA PRZEDMIOTU WYNIKAJACA Z 300
CALEGO NAKEADU PRACY STUDENTA

SUMARYCZNA LICZBA PUNKTOW ECTS DLA PRZEDMIOTU 10.00

9 SPOSOBY OCENY

Obok obowigzkowe]j obecnosci warunkiem otrzymania zaliczenia z éwiczen jest uzyskanie co najmniej 50

OCENA FORMUJACA

F1 Kolokwium. W sytuacji zdalnego nauczania wszystkie sprawdziany prowadzone sa za posrednictwem platformy

Moodle i MF Teams

F2 OdpowiedZ ustna

OCENA PODSUMOWUJACA
P1 Egzamin pisemny
P2 Egzamin ustny

P3 Srednia wazona ocen formujacych

WARUNKI ZALICZENIA PRZEDMIOTU
W1 Do egzaminu moga przystapi¢ studenci, ktérzy otrzymali zaliczenie z éwiczeri.
W2 Egzamin sklada sie z czesci pisemnej i czedci ustne;j.

‘W3 Ocena koricowa jest srednia wazong ocen P1, P2, P3.
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KRYTERIA OCENY

EFEKT KSZTALCENIA 1

NA OCENE 2.0 Student nie wykazal wiedzy o ktorej mowa w kryterium na ocene 3.

Student zna w dostatecznym stopniu pojecia z zakresu wylozonego materiatu,
NA OCENE 3.0 tzn. potrafi ze zrozumieniem podawaé definicje, twierdzenia i przyktady przy
odpowiedzi na trzy wylosowane zagadnienia z podane]j listy.

Student zna w dostatecznym stopniu pojecia z zakresu wyltozonego materiatu,
umie je zilustrowaé¢ przyktadami i potrafi poda¢ idee dowodoéw podstawowych
NA OCENE 3.5 twierdzeni przy odpowiedzi na trzy wylosowane zagadnienia. Ponadto student
potrafi odpowiedzie¢ w sposdb pelny na przynajmniej jedno z wylosowanych
trzech zagadnien.

Student potrafi w sposodb zrozumialy formutowaé twierdzenia, podawaé
przyktady i kontrprzyktady ilustrujace te twierdzenia, zna dowody podstawowych
NA OCENE 4.0 twierdzen oraz ich zastosowania przy odpowiedzi na trzy wylosowane
zagadnienia. Ponadto student potrafi odpowiedzie¢ w sposéb pelny na dwa

z wylosowanych trzech zagadnieri.

Student potrafi w sposob zrozumialy formutowaé¢ twierdzenia, ilustrowaé je
przykladami, zna idee dowodoéw wszystkich twierdzen oraz petlne dowody
podstawowych przy odpowiedzi na trzy wylosowane zagadnienia. Ponadto student
potrafi odpowiedzie¢ w sposob pelny na wszystkie trzy wylosowane zagadnienia.

NA OCENE 4.5

Student potrafi w sposéb bezbtedny formulowaé twierdzenia, podawaé przyktady
oraz prezentowaé pelne dowody wszystkich twierdzen przy odpowiedzi na trzy
wylosowane zagadnienia. Ponadto student rozumiejac zaleznosci miedzy
poznanymi pojeciami, definicjami i twierdzeniami potrafi odpowiedzie¢ w sposéb
pelny na wszystkie trzy wylosowane zagadnienia i na dodatkowe pytania
zwiazane z wylosowanymi zagadnieniami.

NA OCENE 5.0

EFEKT KSZTALCENIA 2

NA OCENE 2.0 Student nie wykazal umiejetnosci, o ktérych mowa w kryterium na ocene 3.

Student w dostatecznym stopniu potrafi wykorzystywaé podstawowe pojecia
NA OCENE 3.0 z zakresu wylozonego materiatu oraz uzyskal przy tym wiecej niz potowe
maksymalnej sumarycznej liczby punktow.

Student potrafi wykorzystywaé¢ podstawowe pojecia z zakresu wylozonego
NA OCENE 3.5 materialu, umie je uzasadnié¢ oraz uzyskal przy tym wiecej niz 60% maksymalnej
sumarycznej liczby punktow.

Student potrafi wykorzystywaé twierdzenia i metody poznane na wyktadach,
NA OCENE 4.0 podawaé uzasadnienia poprawnosci swoich rozumowan oraz uzyskal przy tym
wiecej niz 70% maksymalnej sumarycznej liczby punktow.

Student potrafi wykorzystywaé twierdzenia i metody poznane na wyktadach,
NA OCENE 4.5 podawaé precyzyjne, $ciste uzasadnienia poprawnosci swoich rozumowan oraz
uzyskal przy tym wiecej niz 80% maksymalnej sumarycznej liczby punktow.
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Na

OCENE 5.0

Student potrafi bezbtednie wykorzystywaé twierdzenia i metody poznane na
wykltadach i podawaé precyzyjne, Sciste uzasadnienia poprawnosci swoich
rozumowan oraz uzyskal przy tym wiecej niz 90% maksymalnej sumarycznej
liczby punktow.

EFEKT KSZTALCENIA 3

Na

OCENE 2.0

Student nie wykazal wiedzy o ktérej mowa w kryterium na ocene 3.

Na

OCENE 3.0

Student zna w dostatecznym stopniu pojecia z zakresu wylozonego materiatu,
tzn. potrafi ze zrozumieniem podawaé definicje, twierdzenia i przyktady przy
odpowiedzi na trzy wylosowane zagadnienia z podanej listy.

Na

OCENE 3.5

Student zna w dostatecznym stopniu pojecia z zakresu wylozonego materiatu,
umie je zilustrowaé¢ przyktadami i potrafi podaé¢ idee dowodéw podstawowych
twierdzen przy odpowiedzi na trzy wylosowane zagadnienia. Ponadto student
potrafi odpowiedzie¢ w sposob pelny na przynajmniej jedno z wylosowanych
trzech zagadnier.

Na

OCENE 4.0

Student potrafi w sposob zrozumiaty formutowaé twierdzenia, podawaé
przyklady i kontrprzyktady ilustrujace te twierdzenia, zna dowody podstawowych
twierdzen oraz ich zastosowania przy odpowiedzi na trzy wylosowane
zagadnienia. Ponadto student potrafi odpowiedzie¢ w sposéb pelny na dwa

z wylosowanych trzech zagadnien.

Na

OCENE 4.5

Student potrafi w sposob zrozumialy formutowaé twierdzenia, ilustrowaé je
przyktadami, zna idee dowodow wszystkich twierdzen oraz petne dowody
podstawowych przy odpowiedzi na trzy wylosowane zagadnienia. Ponadto student
potrafi odpowiedzie¢ w sposob pelny na wszystkie trzy wylosowane zagadnienia.

Na

OCENE 5.0

Student potrafi w sposob bezbtedny formutowaé twierdzenia, podawaé przyktady
oraz prezentowaé pelne dowody wszystkich twierdzen przy odpowiedzi na trzy
wylosowane zagadnienia. Ponadto student rozumiejac zaleznosci miedzy
poznanymi pojeciami, definicjami i twierdzeniami potrafi odpowiedzie¢ w sposob
pelny na wszystkie trzy wylosowane zagadnienia i na dodatkowe pytania
zwigzane z wylosowanymi zagadnieniami.

EFEKT KSZTALCENIA 4

Na

OCENE 2.0

Student nie wykazal umiejetnosci, o ktérych mowa w kryterium na ocene 3.

Na

OCENE 3.0

Student w dostatecznym stopniu potrafi wykorzystywaé¢ podstawowe pojecia
z zakresu wytozonego materiatu oraz uzyskal przy tym wiecej niz potowe
maksymalnej sumarycznej liczby punktow.

Na

OCENE 3.5

Student potrafi wykorzystywaé¢ podstawowe pojecia z zakresu wylozonego
materialu, umie je uzasadnié¢ oraz uzyskal przy tym wiecej niz 60% maksymalnej
sumarycznej liczby punktow.

Na

OCENE 4.0

Student potrafi wykorzystywaé¢ twierdzenia i metody poznane na wyktadach,
podawaé uzasadnienia poprawnosci swoich rozumowan oraz uzyskal przy tym
wiecej niz 70% maksymalnej sumarycznej liczby punktow.
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Student potrafi wykorzystywaé¢ twierdzenia i metody poznane na wyktadach,

NA OCENE 4.5 podawaé precyzyjne, $ciste uzasadnienia poprawnosci swoich rozumowan oraz
uzyskal przy tym wiecej niz 80% maksymalnej sumarycznej liczby punktow.
Student potrafi bezbtednie wykorzystywaé twierdzenia i metody poznane na
NA OCENE 5.0 wyktadach i podawaé precyzyjne, Sciste uzasadnienia poprawnosci swoich

rozumowan oraz uzyskal przy tym wiecej niz 90% maksymalnej sumarycznej
liczby punktow.

10 MACIERZ REALIZACJI PRZEDMIOTU

ODNIESIENIE
DANEGO EFEKTU
DO SZCZEGOLO-

EFEKT P CELE TRESCI NARZEDZIA
WYCH EFEKTOW SPOSOBY OCENY
KSZTALCENIA PRZEDMIOTU PROGRAMOWE DYDAKTYCZNE
ZDEFINIOWA-
NYCH DLA
PROGRAMU
C1C2C3C4C5
K_WO0l1 K_W03 %é gg g? %
EK1 K W05 K U05 Cel 1 N1 N2 P1 P2 P3
W9 W10 W11
K U007
- W12 W13 W14
W15
C6 C7 C8 C9
C10 C11 C12
K UOLK U05 C13 C14 C15 W1
EK2 K Uo7 Cel 1 W2 W3 W4 W5 N2 N3 N4 F1 F2 P3
- W6 W7 W8 W9
W10 W11 W12
W13 W14 W15
C16 C17 C18
K_ W0l K_WO03 1 C19 W16 W17
EK3 K W05 K U05 Cel 2 W18 W19 W20 N1 N3 P1 P2 P3
- - W21 W22 W23
W24
C20 C21 C22
C23 C24 W16
EK4 K _U05 Cel 2 W17 W18 W19 N2 N3 F1 F2 P3
W20 W21 W22
W23 W24
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11 WYKAZ LITERATURY

LITERATURA PODSTAWOWA

[1 | W. Koltodziej — Analiza Mwtematyczna, Warszawa, 1983, PWN
[2 | L. M. Druzkowski — Analiza Matematyczna dla Fizykow, Krakow, 1997, Wyd. UJ
[3 | W. Stankiewicz — Zadania z Matematyki dla Wyzszych Uczelni, Warszawa, 1983, PWN

LITERATURA UZUPELNIAJACA

[1 ] M. Spivak — Analiza Matematyczna na Rozmaitosciach, Warszawa, 1977, PWN

12 INFORMACJE O NAUCZYCIELACH AKADEMICKICH

OSOBA ODPOWIEDZIALNA ZA KARTE

dr hab. Thor Mykytyuk (kontakt: imykytyuk@pk.edu.pl)

OSOBY PROWADZACE PRZEDMIOT

1 dr hab. Thor Mykytyuk (kontakt: imykytyuk@pk.edu.pl)
2 dr Mariusz Juzyniec (kontakt: juzyniec@pk.edu.pl)

3 dr Magdalena Grzech (kontakt: magdalena.grzech@pk.edu.pl)

13 ZATWIERDZENIE KARTY PRZEDMIOTU DO REALIZACJI

(miejscowosé, data) (odpowiedzialny za przedmiot) (dziekan)

PRZYIJMUJE DO REALIZACJI (data i podpisy oséb prowadzacych przedmiot)
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