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1 Informacje o przedmiocie

Nazwa przedmiotu Teoria miary

Nazwa przedmiotu
w języku angielskim

Measure Theory

Kod przedmiotu WFMiI M oIS C1 18/19

Kategoria przedmiotu Przedmioty kierunkowe

Liczba punktów ECTS 4.00

Semestry 6

2 Rodzaj zajęć, liczba godzin w planie studiów

Semestr Wykład Ćwiczenia Laboratorium
Laboratorium
komputero-

we
Seminarium Projekt

6 30 30 0 0 0 0

3 Cele przedmiotu

Cel 1 Zapoznanie z podstawowymi pojęciami teorii miary ze szczególnym naciskiem na teorię miary Lebesguea

Kod archiwizacji: D821151C
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4 Wymagania wstępne w zakresie wiedzy, umiejętności i innych
kompetencji

1 Znajomość materiału na poziomie koniecznym do zaliczenia przedmiotów: Wstęp do logiki i teorii mnogości,
Wstęp do topologii, Analiza matematyczna I.

5 Efekty kształcenia

EK1 Wiedza Student zna podstawowych pojęcia teorii miary i ich własności.

EK2 Umiejętności Student umie zbadać mierzalność zbiorów i funkcji (rzeczywistych); rozróżnia różne typy
zbieżności ciągów funkcji (rzeczywistych) określonych na przestrzeni z miarą i umie je przeanalizować.

EK3 Umiejętności Student umie rozpoznać i wykazać najważniejsze własności topologiczne podzbiorów prze-
strzeni euklidesowej zwiazane z miarą.

EK4 Kompetencje społeczne Student wykazuje się umiejętnością precyzyjnego formułowania pytań służących
pogłębieniu rozumienia danego problemu oraz odnajdywania brakujących elementów rozumowania.

6 Treści programowe

Wykład

Lp
Tematyka zajęć
Opis szczegółowy bloków tematycznych

Liczba
godzin

W1
Pierścień zbiorów, sigma-pierścień zbiorów, ciało zbiorów, sigma-ciało zbiorów,
rodziny monotonicze, zbiory borelowskie 6

W2
zawartość przedziału, miara zewnętrzna (w przestrzeni Rn) i jej własności definicja
zbioru mierzalnego, sigma-ciało zbiorów mierzalnych miara Lebesgue’a 8

W3
miara zewnętrzna (na dowolnym zbiorze potęgowym) warunek Caratheodory’ego
własności rodziny zbiorów spełniających warunek Caratheodory’ego związek ze
zbiorami mierzalnymi przestrzeni Rn

8

W4 Aksjomat wyboru i niemierzalne podzbiory prostej rzeczywistej 2

W5 funkcje mierzalne zbieżność według miary 6

Ćwiczenia

Lp
Tematyka zajęć
Opis szczegółowy bloków tematycznych

Liczba
godzin

C1
Pierścień zbiorów, sigma-pierścień zbiorów, ciało zbiorów, sigma-ciało zbiorów,
rodziny monotonicze, zbiory borelowskie 6

C2
zawartość przedziału, miara zewnętrzna (w przestrzeni Rn) i jej własności
sigma-ciało zbiorów mierzalnych 6

C3 własności topologiczne i mierzalność podzbiorów prostej i przestrzeni Rn 10
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Ćwiczenia

Lp
Tematyka zajęć
Opis szczegółowy bloków tematycznych

Liczba
godzin

C4 funkcje mierzalne zbieżność według miary 8

7 Narzędzia dydaktyczne

N1 Wykłady

N2 Ćwiczenia audytoryjne

N3 e-learning (platforma Moodle, platforma TEAMs)

8 Obciążenie pracą studenta

Forma aktywności
Średnia liczba godzin

na zrealizowanie
aktywności

Godziny kontaktowe z nauczycielem akademickim, w tym:

Godziny wynikające z planu studiów 60

Konsultacje przedmiotowe 10

Egzaminy i zaliczenia w sesji 0

Godziny bez udziału nauczyciela akademickiego wynikające z nakładu pracy studenta, w tym:

Przygotowanie się do zajęć, w tym studiowanie zalecanej literatury 25

Opracowanie wyników 0

Przygotowanie raportu, projektu, prezentacji, dyskusji 0

przygotowania odpowiedzi zadań zamieszczonych na platformie e-learningowej 25

Sumaryczna liczba godzin dla przedmiotu wynikająca z
całego nakładu pracy studenta 120

Sumaryczna liczba punktów ECTS dla przedmiotu 4.00

9 Sposoby oceny

Ocena formująca

F1 Kolokwium (w przypadku zdalnego nauczania na platformie Moodle)

F2 Odpowiedź ustna (w przypadku zdalnego nauczania z użyciem platformy Teams)

F3 Test (w przypadku zdalnego nauczania na platformie Moodle)
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Ocena podsumowująca

P1 Rozmowa zaliczeniowa z teorii

P2 Średnia ważona ocen formujących

Warunki zaliczenia przedmiotu

W1 Warunkiem zaliczenia kursu jest uzyskanie co najmniej połowy punktów z każdego z dwóch kolokwiów oraz
oceny pozytywnej podczas rozmowy zaliczeniowej; ponadto wymagana jest obecność na zajęciach (dozwolone
co najwyżej dwie nieusprawiedliwione nieobecności na ćwiczeniach). Przy wyliczaniu oceny z przedmiotu,
każde z kolokwiów liczy się z wagą 0,4 a rozmowa zaliczeniowa z wagą 0,2. Punkty dodatkowe uzyskane za
zadania na platformie e-learningowej doliczane są do oceny z odpowiedniego (tematycznie) kolokwium.

Ocena aktywności bez udziału nauczyciela

B1 Za poprawne rozwiązania zadań z platformy e-learningowej Moodle studenci otrzymują dodatkowe punkty do-
liczane do oceny podsumowującej (wyłącznie pozytywnej) zgodnie z wyżej opisanym algorytmem. Informacje
o liczbie punktów za rozwiązanie konkretnego zadania są podawane na platformie Moodle..

Kryteria oceny

Efekt kształcenia 1

Na ocenę 2.0 Student nie ma wiedzy ani umiejętnosci, o których mowa w kryterium na ocenę 3.

Na ocenę 3.0
Student podczas rozmowy zaliczeniowej pokazał, że zna podstawowe pojęcia
teorii miary (sigma-ciało, miara, przestrzeń z miarą, zawartość n-wymiarowego
przedziału); zna konstrukcję miary Lebesgue’a; zna definicję funkcji mierzalnej.

Na ocenę 3.5

Student podczas rozmowy zaliczeniowej zaliczeniowej pokazał, że zna
podstawowe pojęcia teorii miary (sigma-ciało, miara, miara zewnętrzna,
zawartość n-wymiarowego przedziału, przestrzeń z miarą); zna konstrukcję miary
przy użyciu miary zewnętrznej (w szczególności konstrukcję miary
Lebesgue’a); zna definicję funkcji mierzalnej.

Na ocenę 4.0

Student ponadto podczas rozmowy zaliczeniowej pokazał, że zna podstawowe
pojęcia teorii miary (sigma-ciało, miara, miara zewnętrzna, zawartość
n-wymiarowego przedziału, przestrzeń z miarą); zna konstrukcję miary przy
użyciu miary zewnętrznej (w szczególności konstrukcję miary Lebesgue’a)
i potrafi ją zaprezentować; student potrafi przedstawić konstrukcję zbioru
niemierzalnego na prostej (przy założeniu aksjomatu wyboru); zna definicję
i podstawowe własności funkcji mierzalnych.

Na ocenę 4.5

Student podczas rozmowy zaliczeniowej pokazał, że zna podstawowe struktury
algebraiczne związane z podstawami teorii miary (sigma-pierścień, sigma-ciało,
klasa monotoniczna); student zna podstawowe pojęcia teorii miary (miara, miara
zewnętrzna, zawartość n-wymiarowego przedziału, przestrzeń z miarą); zna
konstrukcję miary przy użyciu miary zewnętrznej (w szczególności konstrukcję
miary Lebesgue’a) i potrafi ją zaprezentować; student potrafi przedstawić
konstrukcję zbioru niemierzalnego na prostej (przy założeniu aksjomatu
wyboru); student zna definicję funkcji mierzalnej i podstawowe własności klasy
funkcji mierzalnych; student zna zależności pomiędzy funkcja ciagłą i mierzalną.
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Na ocenę 5.0

Student podczas rozmowy zaliczeniowej pokazał, że zna podstawowe struktury
algebraiczne związane z podstawami teorii miary (sigma-pierścień, sigma-ciało,
klasa monotoniczna) i zależności pomiędzy nimi; student zna podstawowe pojęcia
teorii miary (miara, miara zewnętrzna, zawartość n-wymiarowego przedziału,
przestrzeń z miarą); zna konstrukcję miary przy użyciu miary zewnętrznej
(w szczególności konstrukcję miary Lebesgue’a) i potrafi ją zaprezentować;
student potrafi przedstawić konstrukcję zbioru niemierzalnego na prostej (przy
założeniu aksjomatu wyboru); student zna definicję funkcji mierzalnej
i podstawowe własności klasy funkcji mierzalnych; student zna zależności
pomiędzy funkcja ciagłą i mierzalną; student potrafi przedstawić przykłady
funkcji niemierzalnych.

Efekt kształcenia 2

Na ocenę 2.0 Student nie ma wiedzy ani umiejętnosci, o których mowa w kryterium na ocenę 3.

Na ocenę 3.0 Student na pierwszym z kolokwiów uzyskał 50-60%.

Na ocenę 3.5 Student na pierwszym z kolokwiów uzyskał 61-70%.

Na ocenę 4.0 Student na pierwszym z kolokwiów uzyskał 71-80%.

Na ocenę 4.5 Student na pierwszym z kolokwiów uzyskał 81-90%.

Na ocenę 5.0 Student na pierwszym z kolokwiów uzyskał 91-100%.

Efekt kształcenia 3

Na ocenę 2.0 Student nie ma wiedzy ani umiejętnosci, o których mowa w kryterium na ocenę 3.

Na ocenę 3.0 Student na drugim z kolokwiów uzyskał 50-60%.

Na ocenę 3.5 Student na drugim z kolokwiów uzyskał 61-70%.

Na ocenę 4.0 Student na drugim z kolokwiów uzyskał 71-80%.

Na ocenę 4.5 Student na drugim z kolokwiów uzyskał 81-90%.

Na ocenę 5.0 Student na drugim z kolokwiów uzyskał 91-100%.

Efekt kształcenia 4

Na ocenę 2.0 Student nie ma wiedzy ani umiejętnosci, o których mowa w kryterium na ocenę 3.

Na ocenę 3.0
Student potrafi poprawnie formułować definicje i twierdzenia tzn. wskazć, obiekt
definiowany i pojęcia definiujące (w definicji) a także założenia i tezę
(w twierdzeniu).

Na ocenę 3.5

Student potrafi poprawnie formułować definicje i twierdzenia tzn. wskazć, obiekt
definiowany i pojęcia definiujące (w definicji) a także założenia i tezę
(w twierdzeniu). Student potrafi prześledzić ciąg lematów i wskazać, w którym
miejscu dowodu twierdzenia są wykorzystywane.
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Na ocenę 4.0

Student potrafi poprawnie formułować definicje i twierdzenia tzn. wskazć, obiekt
definiowany i pojęcia definiujące (w definicji) a także założenia i tezę
(w twierdzeniu). Student potrafi prześledzić ciąg lematów i wskazać, w którym
miejscu dowodu twierdzenia są wykorzystywane. Student potrafi przeanalizować
definicję nowego pojęcia i skonstruować przykład definiowanego pojęcia. Student
potrafi wydobyć z treści zadania, co powinien udowodnić.

Na ocenę 4.5

Student potrafi poprawnie formułować definicje i twierdzenia tzn. wskazć, obiekt
definiowany i pojęcia definiujące (w definicji) a także założenia i tezę
(w twierdzeniu). Student potrafi prześledzić ciąg lematów i wskazać, w którym
miejscu dowodu twierdzenia są wykorzystywane. Student potrafi przeanalizować
definicję nowego pojęcia i skonstruować przykład definiowanego pojęcia. Student
potrafi analizować w oparciu o definicje i poznane twierdzenia zależności
pomiędzy pojęciami. Student potrafi wydobyć z treści zadania, co powinien
udowodnić a następnie skazać poznane twierdzenia, które będą przydatne
w dowodzie.

Na ocenę 5.0

Student potrafi poprawnie formułować definicje i twierdzenia tzn. wskazć, obiekt
definiowany i pojęcia definiujące (w definicji) a także założenia i tezę
(w twierdzeniu). Student potrafi prześledzić ciąg lematów i wskazać, w którym
miejscu dowodu twierdzenia są wykorzystywane. Student potrafi przeanalizować
definicję nowego pojęcia i skonstruować przykład definiowanego pojęcia. Student
potrafi analizować w oparciu o definicje i poznane twierdzenia zależności
pomiędzy pojęciami i wskazywać nierozstrzygnięte (na anym etapie poznawania
teorii) pytania. Student potrafi wydobyć z treści zadania, co powinien udowodnić
a następnie skazać poznane twierdzenia, które będą przydatne w dowodzie
i sformułować dowód.

10 Macierz realizacji przedmiotu

Efekt
kształcenia

Odniesienie
danego efektu
do szczegóło-
wych efektów

zdefiniowa-
nych dla
programu

Cele
przedmiotu

Treści
programowe

Narzędzia
dydaktyczne

Sposoby oceny

EK1

K_W01
K_W01(od

2017)
K_W02(od

2017) K_W04
K_W04(od

2017) K_U09(od
2017) K_U10(od

2017)

Cel 1 W1 W3 W4 W5
C1 C2 C3 C4 N1 N2 N3 F1 F2 F3 P1 P2

Strona 6/8



Politechnika Krakowska im. Tadeusza Kościuszki

Efekt
kształcenia

Odniesienie
danego efektu
do szczegóło-
wych efektów

zdefiniowa-
nych dla
programu

Cele
przedmiotu

Treści
programowe

Narzędzia
dydaktyczne

Sposoby oceny

EK2

K_W02(od
2017)

K_W04(od
2017) K_U01
K_U05 K_U09
K_U09(od 2017)

K_U10
K_U10(od 2017)

K_U14
K_U14(od 2017)

Cel 1 W2 W3 W4 W5
C1 C2 C3 C4 N1 N2 N3 F1 F2 F3 P1 P2

EK3

K_U10(od 2017)
K_U12b(od
2017) K_U13

K_U22(od 2017)
K_U23

Cel 1 W1 W2 C1 C2
C3 N1 N2 N3 F1 F2 F3 P1 P2

EK4

K_U15(od 2017)
K_K01

K_K01(od 2017)
K_K02

K_K02(od 2017)
K_K03 K_K04
K_K04(od 2017)

K_K05

Cel 1 W1 W2 W3 W4
W5 C1 C2 C3 C4 N1 N2 N3 F1 F2 F3 P1 P2

11 Wykaz literatury

Literatura podstawowa

[1 ] W. Kołodziej — Analiza matemayczna, Warszawa, 2008, PWN

[2 ] S. Łojasiewicz — Wstęp do teorii funkcji rzeczywistych, Warszawa, 1973, PWN

Literatura uzupełniająca

[1 ] F. M. Filipczak — Teoria mairy i całki, Łódź, 1997, Wydawnictwo Uniwrsytetu Łódzkiego

[2 ] P. R. Halmos — Measure theory, New York-Heidelberg-Berlin, 1973, Springer-Verlag

[3 ] J.C. Oxtoby — Measure and Category, New York-Heidelberg-Berlin, 1980, Springer-Verlag

[4 ] D.H. Fremlin — Measure Theory (tom 1 Irreducible Minimum), England, 2000, Torres Fremlin
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12 Informacje o nauczycielach akademickich

Osoba odpowiedzialna za kartę

dr Magdalena Grzech (kontakt: magdag@pk.edu.pl)

Osoby prowadzące przedmiot

1 dr Magdalena Grzech (kontakt: magdag@pk.edu.pl)

13 Zatwierdzenie karty przedmiotu do realizacji

(miejscowość, data) (odpowiedzialny za przedmiot) (dziekan)

Przyjmuję do realizacji (data i podpisy osób prowadzących przedmiot)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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